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ZUR TOPOLOGIE GEFASERTER DREIDIMENSIONALER 
MANNIGFALTIGKEITEN 
P. ORLIK, E. VOGT und H. ZIESCHANG 
(Eingegangen 27. Juni 1966) 
Es WIRD gezeigt, dal3 zwei dreidimensionale Seifertsche Faserraume mit “hinreichend komp- 
lizierter Faserstruktur” genau dann durch einen fasertreuen Hom6omorphismus ineinander 
iiberfiihrt werden kiinnen, wenn ihre Fundamentalgruppen isomorph sind unter einem 
Isomorphismus, der die periphere Struktur erhllt. Hat die gewiihnliche Faser einer Seifert- 
schen Faserung unendliche Ordnung in der ersten Homologiegruppe, so gibt es eine “trans- 
versale” lokal-triviale Faserung des Raumes tiber der S’ mit einer Flache als Faser. 
Insbesondere trifft das fur alle berandeten orientierbaren Seifertschen Faserrlume mit 
orientierbarer Zerlegungsflache zu. 
EINLEITUNG 
Indem man Boden- und Dachfliiche eines parallel zur Achse gefas:rten Vollzylinders 
des dreidimensionalen euklidischen Raumes urn einen “rationalen” Winkel - ‘,“’ (CL, v ganz, 
a > 0, (a, v) = 1) verdreht zusammenklebt, erhalt man einen gefarerten Volltarus. Dabei 
setzen sich je a achsenparallele Strecken zu einer einfach-geschlossenen Kurve (Faser) 
zusammen. Einzige Ausnahme ist bei a> 1 die Achse des Zylinders (Seele des Volltorus), 
die sich schon nach einem Umlauf schliel3t. Auf dem Rande wlhlen wir eine einfach- 
geschlossene Kurve, die jede Faser genau einmal schneidet. Dann ist a die Schnittzahl eines 
Meridians mit der Faser, und es sei /? die Schnittzahl mit der neuen Kurve. 1st a > 1, so 
heiDt die Seele Ausnahmefaser der Ordnung a und Va1en.Q 8. Alle anderen Fasern he&n 
gewiihnlich, (a, @) heil3t Typ des gefaserten Volltorus. 
Offenbar gibt es fasertreue Homiiomorphismen zwischen Volltori vom Typ (aI, PI), 
(al, b2) genau dann, wenn ai = a2 und /?r = +b2 mod ai ist. Deshalb ist die Valenz nur bis 
auf des Vorzeichen und Vielfaches der Ordnung bestimmt. 
Eine dreidimensionale zusammenhangende kompakte Mannigfaltigkeit M hei& 
Seifertscher Faserraum, wenn es eine Zerlegung in disjunkte einfach-geschlossene Kurven 
(Fasem) gibt, so dal3 jede eine Umgebung besitzt, die ganz aus Fasern besteht und fasertreu 
t Wir tibernehmen diese Bezeichnung aus [81, da diese Zahlen lhniiche Eigenschaften wie die Nielsenschen 
Valemen von Flkhenabbildungen haben und in der Tat eng mit ihnen zusammenhlngen. 
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homiiormorph einem gefaserten Volltorus ist. Fur eine Faser im Innern von M gibt es dann 
immer eine Faserumgebung, die die gegebene Faser als Seele enthalt, wahrend Randfasern 
immer auf dem Rande ihrer Faserumgebungen liegen. Ausnahmefasern sind Seelen von 
Faserumgebungen vom Type (a, j?), a > 1; a und b heil3en dann Ordnung und Valenz der 
Ausnahmefaser. Rander von M sind entweder Tori oder Kleinsche Flaschen. 
Durch Identifikation der Fasern zu Punkten erhalt man eine Flache, die Zerlegungsjlliiche 
Z, und eine Projektion rr : M+ Z. Fur jede Ausnahmefaser entfernen wir eine offene 
Faserumgebung und deren Bilder auf Z. Auf dem Rest M’ induziert n eine lokal-triviale 
Faserung tiber Z’. (Insgesamt handelt es sich eigentlich nicht urn eine Faserung, sondern urn 
eine Blatterung.) 
Durch Parallelkurven zu Torusknoten kann man S3 im Seifertschen Sinne fasern oder 
ahnliche Faserungen mit zwei Ausnahmefasern in Linsenraumen konstruieren. Eine 
weitere Seifertsche Faserung der S3 ist die Hopfsche Faserung sowie ihre Potenzen. Und 
das sind alle Faserungen der S3. 
In [12] hat Seifert diese Faserungen eingefiihrt und gegentiber fasertreuen Homiiomor- 
phismen klassifiziert. Seine Invarianten sind: 
(1) Die Aquivalenzklassen der Faserungen rt : M’ -+ Z’ bei fasertreuen Homiiomor- 
phismen, welche im wesentlichen durch Z’ und die Operation von rr,(Z’) auf der 
Homologie der Faser bestimmt ist. 
(2) Die Ordnungen und-grob gesagt-die Valenzen der Ausnahmefasern. 
(3) Das Hindernis ftir die Fortsetzung eines auf 8 Z’ - 8 Z gegebenen Schnittes fur 
die Faserung 1~ : M’ + Z’ auf ganz Z’. Zwischen den beiden letzten “Invarianten” 
bestehen AbhPngigkeiten (vergl. $1 and $3.) 
Die topologische Klassifikation blieb offen und wurde erst vor kurzem von Wald- 
hausen [ 151 durchgefiihrt : jeder Homiiomorphismus zwischen geschlossenen Seifertschen 
Faserraumen mit S2 als Zerlegungsflache und mindestens vier Ausnahmefasern 1iiBt sich 
isotop in einen fasertreuen Homoomorphismus deformieren. Die obigen Beispiele lieBen 
ein solches Ergebnis nicht erwarten, nur bei Brody [l] gibt es einen Hinweis in dieser Rich- 
tung. Seifert war nattirlich schon bekannt, da13 die Ordnungen der Ausnahmefasern I vari- 
anten sind, wenn die Zerlegungsflache Sz ist und mehr als zwei Ausnahmefasern vorliegen. 
Wir zeigen hier den schwacheren Satz, daB zwei Seifertsche Faserraume mit “hin- 
reichend komplizierter” Struktur fasertreu homoomorph sind, wenn ihre Fundamental- 
gruppen isomorph sind (Satz 6), und charakterisieren die Seifertschen Invarianten durch 
gruppentheoretische Eigenschaften. Fur orientierbare Mannigfaltigkeit und orientierbare 
Zerlegungsflache stammt dieser Satz von Waldhausen [16], der sogar zeigt, da13 eine irre- 
duzibele dreidimensionale Mannigfaltigkeit mit einer Fundamentalgruppe, die zu der eines 
Seifertschen Faserraumes isomorph ist, ein Seifertscher Faserraum ist. Wir erfassen hier 
mehr Falle als Waldhausen, insbesondere such Seifertsche Faserraume mit drei Ausnah- 
mefasern. Ferner unterscheiden sich die Methoden wesentlich: Waldhausen argumentiert 
geometrisch, unsere Beweise sind algebraisch und benutzen Satze der Flachentopologie, vor 
allem den verallgemeinerten Nielsenschen Satz, dal3 sich jeder Automorphismus einer 
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ebenen diskontinuierlichen Gruppe durch einen Homiiorphismus realisieren Ia& [6], [21]. 
Es zeigt sich, da13 der Satz iiber die Homiiomorphie Seifertscher Faserraume im Grunde 
eine Aussage iiber ebene diskontinuierliche Gruppen ist. 
Die Ausnahmefalle sind in $1 unter (1.3-S) angegeben. Sie erforderten gesonderte 
Uberlegungen, die zumeist nicht schwierig sind (vgl. 96). Die wichtigen FBlle Seifertscher 
Faserraume mit endlichen Fundamentalgruppen sind von Seifert und Threlfall in [ 131 behan- 
delt worden. 
In 45 untersuchen wir den Zusammenhang mit lokal-trivialen Faserungen tiber der S’. 
Wir zeigen, da13 ein Seifertscher Faserraum genau dann eine solche lokal-triviale Faserung 
besitzt, wenn keine Potenz der gewijhnlichen (Seifertschen) Faser homolog 0 ist. Das wird 
natiirlich auf den Satz von Stallings [14] zurtickgefiihrt. Auf dem Wege zeigen wir, da0 
Seifertsche Faserraume, abgesehen von den Ausnahmefallen, K(rr, I)-RPume sind. Aus $5 
und den Beweismethoden von [2], [16] folgt, da13 eine kompakte dreidimensionale Mannig- 
faltigkeit, die eine lokal-triviale Faserung iiber der S’ besitzt, genau dann ein Seifertscher 
Faserraum ist, wenn ihre Fundamentalgruppe ein nicht-triviales Zentrum besitzt. 
Da die Seifertschen Invarianten sich schon aus der Fundamentalgruppe bestimmen 
lassen, brauchen wir aus der Arbeit [12] nur die Bestimmung der Fundamentalgruppe. 
Dieses geschieht nach Seifert [12], indem man aus dem Seifertschen Faserraum Umge- 
bungen der Ausnahmefasern und eine gewijhnliche Faser entfernt. Die Fundamental- 
gruppe des Restes 1lDt sich berechnen, indem man die Zerlegungsflache in ein Fundamental- 
polygon aufschneidet und dessen Produkt mit S’ wieder, wie der Raum fordert, zusam- 
menklebt. 
Unser Dank gilt Herrn Waldhausen fur die Uberlassung seines Manuskripts und 
Unterhaltungen iiber seine schiinen Ergebnisse. 
61. RESULTATE 
Die Fundamentalgruppen Seifertscher Faserraume lassen sich durch Erzeugende und 
definierende Relationen wie in (1 .l) und (1.2) geben [12]. Wir untersuchen zunachst 
algebraisch ihre Isomorphiebeziehungen. 
(1.1) Erzeugende:fi,...,f t r q 21, I,“‘, n,, ,,“‘, qab “3 1, 19.“> abh p’ p, 
def. Relationen: fihfi- ’ = h-’ ; tiht;’ = h; qihq,” = h; 
aihai-’ = 1~“‘; b,hb;’ = 1~“‘~; ci, E; = f 1 
qq’hp’ = l, Cc(i, Pi) = l 
,f,f2. ..f21t1. ..t,q,. . .q. ifiI [ai,bJ = II*, b ganzzahlig. 
(1.2) Erzeugende:f,,...,j t t q q t’ 21, I,*.*, ,,n I,*“, n, I,**-, ch k, 
def. Relationen:,fihfi-’ = h-‘; tiht;’ = h; qihq,:’ = h; 
v.hu-’ = h”‘, ci = 4 1 
bpi;lei = 1, (ai, pi) = 1 
fi f2.. ..filt, . ..t.q, . ..q,, ifil uf = h*, b ganzzahlig. 
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Die Erzeugenden fi und fj, die bei Seifert [12] nicht auftreten, kommen daher, daD wir 
Rander zulassen. Je nachdem, ob eine Randkomponente nicht-orientierbar (also eine 
Kleinsche Flasche) oder orientierbar (also ein Torus) ist, wird die zugehijrige Erzeugende 
mit si oder ti bezeichnet. 
Unter den beschriebenen Gruppen sind gewil3 einige, die verschiedene Zahlen haben, 
isomorph; z.B. kann man qi durch qi = qlh” ersetzen und so das fii modulo C(~ abandern. Das 





Im Falle (1.1) sind entweder 
(l.la) alle si = +l und alle .s; = 
(l.lb) alle si = -1 und alle EI = 
Fiir (1.2) gibt es folgende Typen 
(1.2a) &i = - 1 ftir alle i, 
(1.2b) si = + 1 fiir alle i, 
+ 1 oder 
-l;p>O 
(1.2~) ei = 1, Ei = -l(i > 1) ; k > 1, 
(1.2d) ~1 = ~2 = 1, Ei = -l(i > 2); k > 2. 
Wir bezeichnen (l.la), . . . , (1.2d) als die Klassen der Gruppen. 
Fur (l.la) und (1.2a) sei 
0 < Bi < cli, i=l , . . . , n 
fur die anderen Klassen sei 
0 <pi5 ;. 
Einschrankungen fur b 
Fiirm+Z>O:b=O 
Im Falle (1.1 b), (1.2b-d): b = 0 oder b = 1, und falls ein ai = 2, sei b = 0. 
Die Reduktion der .si folgt mit Hilfe geometrischer Schliisse (siehe z.B. Seifert [ 121) oder 
in liquivalenter algebraischer Weise mittels binlrer Produkte [ 191. 
Ein Isomorphismus Z zwischen Gruppen (f, und 6’ der oben angegebenen Art heiBt 
zullssig, wenn 
Z(fi) = h”‘ljf~~l~’ und Z(fi) = h”kiti:k;‘, (dj = + 1, yi = f 1; lj, ki.d!5) 
wobei (ii 1:: zj und (ii :l:yJ Permutationen sind. 
Wir wollen nun zeigen, daB nach der Normierung keine weiteren zulassigen Isomor- 
phismen zwischen den oben angegebenen Gruppen bestehen. Dabei sind von unseren 
Beweisen die folgenden Falle ausgenommen : 
(1.3)p=l;n=O,Z+m=O 
(1.4)p=O;n+2Z+m<3 
1 1 1 
(1.5)p=O;n=3,Z+m=O,-+-+--_l 
ai a2 a3 
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(1.6) k = 2; n = I+ m = 0 
(1.7) k=l;n61,l+m=O 
(1.8) k = 1; n = 0, m = 1, I = 0 
SATZ 1. Die von h erzeugte Untergruppe {h} ist der einzige maximale zyklische Normal- 
teiler in 0. 
SATZ 2. h hat in 0 unendfiche Ordnung. 
Sei 0 eine Gruppe mit Erzeugenden H,Q, ,..., Qn,AI,B1,. . .,A,,B,bzw. H,Ql ,..., Q,,V,,.. ., 
V, und den definierenden Relationen [H, Qi] = 1, AiHA; ’ = Wi, BJYB;’ = Fi’ bzw. 
VJ$V; l = IT‘, wobei die si, .s: wie in (1.1) und (1.2) gewlhlt sind. Es sei IT, = 
Q 1 . . . Qn. ifil[,4i,Bi] bzw. IT* = Q, . . . Q.V,” . . . V: und 7L* =qi . . . 4. fi [ai,bi] bzw. 
i=l 
2 
2 ,t.& = t& . . . 4.0, . . . ok. 1st I+ m = 0, so gibt es einen Homomorphismus 0 +0 durch 
Ubergang von grol3en zu kleinen Buchstaben. Zu jeder Gruppe der Klassen (1.1) und (1.2) 
konnen wir eine solche Gruppe und einen solchen Homomorphismus konstruieren. 
Fiir Gruppen 0 und 0 vom Typ (1.1) sei o(x) = o(X) = 1, x E 0, X E 0. Fur Grup- 
pen vom Typ (1.2) sei w(x) = o(X) = + 1, je nachdem, ob in x eine gerade oder ungerade 
Zahl von Vi auftritt. 
SATZ 3. Fiir einen zuliissigen Isomorphismus I: 0’ + 0 zwischen zwei Fundamental- 
gruppen Setfertscher Faserrtiume gilt 




( 1 VI . . . v, 
eine Permutation und w(mt) ci = p = f 1. Zst ferner I+ m = I’ + m’ = 0, 
so It&t sich Z zu einem Zsomorphismus Z : 0’ L 0 heben, und es gilt 
i(Q;) = H”MiQ~:iM~‘, 
@I;) = HAMIIl,M-‘, w(M)[ = p. 
Hierbei ist 1 = i Ai + 2~7, wobei a = 0 ist, falls 0 von der Klasse (1. la) oder (1.2a) ist. 
i= 1 
SATZ 4. Fiir die Existenz eines zuliissigen Zsomorphismus zwischen zwei Fundamental- 
gruppen 0’ und 0 SeiJertscher Faserriiume (ausgenommen sind die Gruppen 1.3-8) ist not- 
wendig und hinreichend: 
(1.9) Die Gruppen sind von derselben Klasse. 
(1.10) Die Zahlen I’, ml, n’, p’ bzw. k’ stimmen mit I, m, n, p bzw. k iiberein. 
(1.11) Nach Normierung stimmen (jiir Gruppen der Klassen (1. la) und (1.2a)) die Paare 
(aid%), . . . , (aL,BA) his auf die Reihenfolge mit (a&) ,..., (a,,&) oder (at, 
ai - &) , . . . , (a,,cL, - 8.) iiberein. Im ersten FaN ist b’ = b, im zweiten b’ = 
-b - n. Fiir Gruppen der anderen Klassen stimmen die Paare bis auf Reihenfolge 
iiberein, und es ist b’ = b. 
Satz 4 folgt im wesentlichen aus den vorangehenden Stitzen. Es ist offensichtlich, dag 
die Bedingungen (1.9-I 1) hinreichend fur die Existenz eines zullssigen Isomorphismus ind. 
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Angenommen, es existiert ein zulassiger Isomorphismus I: Q’ -+ Q. Ohne &s&tin- 
kung der Allgemeinheit kiinnen wir voraussetzen, daB die Permutation aus Satz 3 die 
Identitat ist. Wegen Satz 1 induziert I einen Isomorphismus zwischen B’/{h’} und 
B/(h) . B’/{h’} (und damit @i/(h)) ist eine diskontinuierliche Bewegungsgruppe der eukli- 
dischen oder nichteuklidischen Ebene. Das zeigt fur unsere Gruppen, da13 die cc; mit den ai 
ubereinstimmen, da13 6’ und 8 von demselben Typ (1.2) oder (1.1) sind und k’ bzw. p’ mit 
k bzw. p tibereinstimmt [20]. Ferner ist 1’ = I, m’ = m und n’ = n. 
Wegen Satz 1 und Satz 2 ist 
(1.12) Z(h’) = hd, b = f 1; 
I angewandt auf die Relation qyih’8’i = 1 liefert nach Satz 3 in 6 die Relation 
1 = (h”‘miqf’m; l)ori/+Ji6 
= miq;iii,,,; rh&ai+dB; 
= ,,,,h-i%,,,; l/,Aiai+dS: 
= h-~h&~i+~iW+dSi 
3 
wobei fur x E 6 E(X) = + 1 ist, je nachdem, ob x mit h vertauschbar ist oder nicht. Da h 
unendliche Ordnung hat, gilt 
(1.13) 0 = -E(mi)ciji + S/Ii + Alai. 
In den Fallen (l.la) und (1.2a) ist E(mi) = o(mi), Z&O E(mi)ri = ~(rnJ[~ = p. Daf'iir 
wird /?, = pa/I: + plia,* Wegen der Normierungen ist li = 0 fur pS = 1 und 6,X, = - 1 
fur pa = -1. 
Hieraus folgt, dal3 entweder pi = pi oder pi = C(~ - /I: fur alle i ist. 
In den anderen Fallen folgt aus (1.13) und den Normierungen, da13 /Ii = pi ist und alle 
,$ = 0 sind. 
Die Invarianz des b ist fur I + m > 0 gefordert. Fur I + m = 0 haben wir nach Satz 3 
mit Satz 2 
1 = Z(&h’-b’) = h”m~S,m-‘h-db’ 
= h.imh~bm-lh-d~ = ht+e(m)(b-db’ 
, 
0 = A+ e(m)@ - 6b’. 
In den Fallen (1.1 b), (1.2b-d) ist wegen li = 0 1 = 2a, also unterscheiden sich b und b’ 
nur moddo 2, sind also wegen der Normierung gleich. Liegt (1 .la) oder (1.2a) vor, 
so ist e(m) = w(m) und deshalb nach Satz 3 0 = cAi + pb - 6b’. Fiir pa = 1 ist li = 0, 
d.h. b = b’. Fiir pb = - 1 gilt b = -b’ - n. Damit ist (1 .l 1) gezeigt. 
Die Klassen (1.1) und (1.2) haben wir schon als verschieden erkannt. In der Fallen 
(1 .la) und (1.2b) liegt {h} im Zentrum, wenn man die fi herausktirzt, in den anderen nicht, 
Die durch w(x) = 1 bestimmte Untergruppe II von 6 (0 ist von der Klasse 1.2a oder 1.2~ 
oder 1.2d) ist charakteristisch, da sie beim Ubergang zu (G/(h) in die Untergruppe der 
orientierungserhaltenden Elemente iibergeht; iiber diese Untergruppe ist aber bekannt, daB 
ihre Gruppenstruktur sie von allen Untergruppen vom Index 2 in B/(h) unterscheidet [21]. 
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Im Falle (1.2a) ist h mit allen Elementen von U vertauschbar, und dieses gilt nicht fur die 
Klassen (1.2~) und (1.2d). 
Nun kiirzen wir die fi, tj und h heraus und aus dieser Gruppe die Elemente endlicher 
Ordnung, machen abelsch und erhalten Z, + Z - ’ ‘. Das einzige Element der Ordnung 2 
rtihrt von uluz . . . uk her. Fur gerades k ist h nur im Falle (1.2d) mit ihm vertauschbar, fur 
ungerades k nur im Falle (1.2~). Damit sind die Klassen vollstandig unterschieden und 
Satz 4 bewiesen, wenn die Satze l-3 vorausgesetzt werden. 
52. DJ3R MAXMALE ZYKLISCHE NORMALTJ3ILER 
Wir zerlegen die Fundamentalgruppen Seifertscher Faserrtiume in freie Produkte mit 
vereinigten Untergruppen und beschreiben zunachst die Bausteine. 
2&={A,h:&hf;‘=h-‘} 
di = {ti, h : [t:, h] = l} 
(Xi = {qi, h : [qi, h] = 1, qpi = h-@‘} 
ai = {ai, bi, h ; a,ha;’ = h”;, b,hb;’ = h”“} 
pi = {t.i, h ; VihL’;’ = h”} 
In all diesen Gruppen hat h unendliche Ordnung. Deshalb kiinnen wir von zwei solchen 
Gruppen das freie Produkt mit Amalgam (h} bilden. Wie Q als freies Produkt mit vereinigter 
Untergruppe zu bilden ist, fiihren wir an einem Beispiel vor: Sei 6 vom Typ (1.1) und 
I= m = 0, n > 3. Dann erzeugen die Elemente h und qlq2 in 
61 * 6, 
{hI 
eine freie abelsche Gruppe vom Rang 2, und in 
CC;3 * 6‘$ * . . . * 6” * a, * . . . *a, 
#I -81 IhI @3 #I @I 
P 
erzeugen die Elemente h und (q3...qn n [Ui,bi] hmb)-’ ebenfalls eine freie abelsche Gruppe 
i=l 
vom Rang 2, tiber die wir vereinigen kiinnen, indem wir diese Erzeugenden identifizieren. 
So ist jetzt 8 als freies Produkt mit vereinigter Untergruppe geschrieben, und es folgt, daB 
h unendliche Ordnung hat und den einzigen maximalen zyklischen Normalteiler erzeugt. 
Die zweite Aussage beweist man analog, wie man zeigt, da13 das Zentrum eines freien 
Produktes mit vereinigter Untergruppe im Amalgam enthalten ist. 
Sofern geniigend Bausteine vorhanden sind, IaBt sich diese Produktbildung durchfiih- 
ren. Sie versagt, abgesehen von den Ausnahmefallen, nur noch fur 
(2.1) Klasse(l.la),I=m=p=O,n=3 
(2.2) Klasse (l.la), I = m = 0,~ = 1, n = 1 
(2.3) Klasse(l.lb),I=m=O,p=l,n=l 
Urn Satz 1 und 2 such fur diese Falle nachzuweisen, bedienen wir uns geometrischer 
Argumente. Wir kiirzen aus Q die Untergruppe {h} heraus und erhalten entweder ein 
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freies Produkt zyklischer Gruppen oder eine ebene diskontinuierliche Gruppe. Es ist aber 
bekannt, da13 diese Gruppen keinen nicht-trivialen zyklischen Normalteiler besitzen, es sei 
denn, es handelt sich im zweiten Fall urn die Fundamentalgruppen des Torus oder der 
Kleinschen Flasche (unter 1.3 und 1.6 ausgeschlossen). Man beweist das unter Betrachtung 
der Fixpunkte von Bewegungen der euklidischen oder nichteuklidischen Ebene. Also ist 
(1~) der einzige maximale zyklische Normalteiler, und Satz 1 ist bewiesen. 
Urn Satz 2 fi.ir die Fglle (2.1-2) zu beweisen, benutzen wir Satz 5, dessen Formulierung 
und Beweis wir am Ende dieses Paragraphen geben. In unserem Falle erfi,illt die Funda- 
mentalgruppe n,(M) eines Seifertschen Faserraumes M die Bedingungen von Satz 5: M ist 
orientierbar und geschlossen, IT,(M) ist unendlich und nicht zyklisch, weil die Gruppe 
(2.1’) 1% 9 qz ; q? = q;’ = (qlq2)- = 1} bzw. 
(2.2’) {a,, b,; [ai, blY’ = I} eine Faktorgruppe ist. 
W&e n,(M) ein freies Produkt, so miil3te h = 1 sein, und die obigen Gruppen (2.1’) und 
(2.2’) w&en freie Produkte. Nach dem Satz von Grushko [4], $39, lassen sich die beiden 
Faktoren des freien Produktes je durch ein Element erzeugen; es wiirde sich also urn Grup- 
pen der Form Z, * Z,, Z, * Z oder Z * Z handeln. Durch Abelschmachen sieht man, dal3 
(2.2’) hiichstens Z * Z sein kann, was es nicht ist. Im Falle (2.1’) gibt es drei Konjuga- 
tionsklassen maximaler endlicher zyklischer Gruppen 151, [20], in diesen freien Produkten 
aber hSchstens zwei. Also ist x1(M) kein freies Produkt. Nach Satz 5 kann h nur unendliche 
Ordnung haben oder gleich 1 sein. Die zweite Miiglichkeit scheidet aus, da (2.1’) und 
(2.2’) Elemente endlicher Ordnung enthalten. 
Bemerkung: mit demselben SchluD kann man Satz 2 fiir Gruppen der Klassen (l.la) 
und (1.2a) beweisen, wenn I = m = 0 ist (d.h., wenn M geschlossen und orientierbar ist). 
Im Falle (2.3) kann man mit dem Reidemeister-Schreier-Verfahren dieUntergruppe der 
mit h vertauschbaren Elemente berechnen und dort sehen, da13 h unendliche Ordnung hat. 
Der folgende Satz ist bekannt. Da er sich in dieser Form in der Literatur nicht findet, 
geben wir hier der Vollstgndigkeit wegen einen Beweis mit Standardschhissen. 
SATZ 5. Sei N eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit und 8 N enthalte keine 2-Sphiiren 
und projektiaen Ebenen. Sei N’ entweder N oder die zweifache orientierbare oberlagerung 
con N, je nachdem, ob N orientierbar ist oder nicht. Zst x,(N’) unendlich, nicht zyklisch und 
kein freies Produkt, so sind N und N’ asphcrisch und x,(N) enthiilr keine Elemente endlicher 
Ordnung. 
Beweis. Wir zeigen zungcht, daD N asphtirisch ist. Es ist nz(N) = n,(N’). a N’ enthtilt 
keine 2-Sphlren oder projektive Ebenen. Deshalb induziert die Inklusion einer Rand- 
komponente K in N’ eine Abbildung cp : q(K) -+ q(N’), deren Bild nicht nur aus der 1 
besteht [Ill, Lemma 3. WHre n,(N’) # 0, so gibt es nach dem Sphlrentheorem [lo], [l8] 
eine Sphlre S”, eingebettet in i’, die in N’ nicht zusammenziehbar ist. Falls S2 nicht zer- 
legt, SO gibt es eine einfach geschlossene Kurve k c N’, die Sz in genau einem Punkt echt 
schneidet. Der Rand einer regullren abgeschlossenen Umgebung U von S2 u k ist eine 
zerlegende 2-Sphlre. Offenbar ist nl(CJ) = Z. Deshalb ist n,(iV’) = Z * nl(N - U), also 
entgeen der Annahme zyklisch oder ein freies Produkt. Es muf3 also S2 die Mannigfal- 
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tigkeit N’ in zwei Mannigfaltigkeiten Nr und N2 zerlegen. Da q(N)) kein freies Produkt ist, 
gilt etwa x,(N,) = 1. Es ist a NI = S2, da alle Randkomponenten von N’ von 1 verschiedene 
Elemente in n,(N’) ergeben. Deshalb ist S2 0-homolog in Nr und wegen q(N,) = 1 such 
zusammenziehbar, im Widerspruch zur Voraussetzungt. Also mul3 n,(N’) = 0 sein. 
Wir nehmen nun die universelle Uberlagerung fl von N. Das ist eine nicht-kompakte 
Mannigfaltigkeit mit 
1 = x1(@, 0 = ?r2(fi) = Hz@) 
Also ist 
n@) = H,(N) und I!?#) = 0. 
Weiter folgt induktiv q(R) = Hi(~) = 0, i > 3, da fi dreidimensional ist. Da nj(N) = 
Irj(N’) = Kj(~) = O,j > 1, sind also N und N’ K(lr,(N), l)- bzw. K(q(N’), l)-Raume. Weil 
q(N) unendlich ist, enthiilt die Gruppe keine Elemente endlicher Ordnung [3], Lemma 8.4. 
Zum Beweis bilde man die zu einer endlichen zyklischen Untergruppe gehiirige tiberlage- 
rung N,, eine nicht-kompakte dreidimensionale Mannigfaltigkeit. Sie ware dann ein 
K(Z,, l)-Raum, was wie oben folgt, und hltte verschwindende Homologie fiir Dimensionen 
grSJ3er als 3, was der Tatsache widerspricht, da13 endliche, zyklische Gruppen nicht-triviale 
Homologiegruppen in beliebig hohen Dimensionen haben. 
KOROLLAR. Sei M ein Seifertscher Faserraum, so dal3 n,(M) nicht unter die ausge- 
schlossenen Ftille (1.3-8) fillt. Dann ist M ein K(q(M), 1)-Raum und a,(M) enthiilt keine 
Elemente endlicher Ordnung. 
Es ist n&nlich q(M) bzw. q(M’) - M’ zweifache orientierbare Uberlagerung von 
M-unendlich, nicht zyklisch, da sie eine ebene diskontinuierliche Gruppe als Faktorgruppe 
hat, und kein freies Produkt, da nach Satz 2 ein zyklischer Normalteiler existiert. M erfiillt 
also die Voraussetzungen von Satz 5. 
9. AUTOMORPHISMEN EBENER DISKONTINUIERLICHER GRUPPEN 
Sei 3 eine ebene diskontinuierliche Gruppe der Form 
P 
{H l,...,~“i%,61 ,...,ap,6p; 4~ = ... = 4~ = 41 ... ~~~ [pi, 6,] = l} 
i=l 
bzw. {& ,..., &,e, ,..., i&; ijy = . . . = q> = qr . . . q.fi 6’ = l}, 
i=1 
5 eine freie Gruppe mit Erzeugenden 0, ,..., Q,,Ar ,..., BP bzw. Q1 ,..., Q,, F’r ,..., Yk. Es sei 
ii, = Qr... QnlI[Ai,B,] bzw. I& = Qr... &lT E2. Durch Qi -+ qi, Ar -+ ai, Bi + 6i, vi + ci 
wird ein Homomorphismus a + 9 definiert. w(z) = w(x) sei wie friiher gleich + 1, 
abhHngig von dem Orientierungsverhalten von 1. 
LEMMA 1. Sei A ein Automorphismus von ID. Dann wird A von einem Automorphismus 
A von 5 induziert, und es gilt: 
R(Qi) = &&Qs,:ij; 1 
AI = R nr R-1 * 
t Dieser SchluD zur Vermeidung der Poincarkchen Vermutung wurde uns von D. B. A. Epstein mitgeteilt. 
Er findet sich in [17]. 
58 P. ORLIK, E. VOGT und H. ZIESCHANG 
Dabei ist eine Permutation mit u,< = xi, und es ist o(R,)& = o(R)c = p = f I. 
Einen Beweis dieses Lemmas findet man fur p > 0 oder k > 1 oder tli 2 5 in [21], 
Satz 9. Gilt fiir alle i A = E&jz’E;‘, so folgt die volle Behauptung des Lemmas wie in 
[21]. Damit sind insbesondere die euklidischen FBlle erledigt, da hier die C(~ nur die Werte 
2,3,4,6 annehmen kijnnen und (ii, pi) = 1 ist. 
Dal3 die ci = & 1 sind, folgt fur die diskontinuierlichen Gruppen der nichteuklidischen 
Ebene aus dem verallgemeinerten Nielsenschen Satz : 
Jeder Automorphismus einer diskontinuierlichen Gruppe der nichteuklidischen Ebene D 
mit kompaktem Fundamentalbereich wird von einem Homoomorphismus von D auf sich 
induziert. 
Ein Beweis dieses Satzes in voller Allgemeinheit stammt von Macbeath [6]. In [21] 
diente das Lemma 1 zum Beweis des obigen Satzes. 
Sei H der Homiiomorphismus von D, der A induziert. H tiberftihrt bei 2, Bquivalente 
Punkte in Hquivalente und bewirkt so einen Homoomorphismus R : D/a--f D/a (vergl. 
[21] $5). D tiberlagert D/a verzweigt, und R permutiert die Verzweigungspunkte gleicher 
Ordnung und damit ein System “kleiner” einfach-geschlossener Kurven urn dieverzweigungs- 
punkte. Das bedeutet aber gerade ri = Ifr 1 und Cli = c(,~. 
Wir bemerken ur noch, daD bis auf die euklidischen Falle die volle Aussage des Lemmas 
aus dem verallgemeinerten Nielsenschen Satz folgt. Man deformiere R so, da13 ein Fixpunkt 
entsteht, der kein Verzweigungspunkt ist, und deformiere H entsprechend. Das indert den 
auf P induzierten Automorphismus nicht. 5 ist die Fundamentalgruppe der bei den Ver- 
zweigungspunkten und diesem Fixpunkt gelochten Flache D/a. Ein kleiner Kreis urn den 
Fixpunkt wird wieder in einen solchen abgebildet. Das liefert in 5 eine Gleichung 
A@*) = j$j;inc ii;i-’ * * 
Die Gleichheit der o(Ri)Ti und w(R)5 kann man durch geometrische Betrachtungen er- 
schliel3en. 
Beweis z-on Satz 3. Wir setzen zuntichst I + m = 0 voraus. Wir gebrauchen im folgen- 
den eine Reihe von Homomorphismen, bei denen Erzeugende in analog bezeichnete Erzeu- 
gende tibergehen, z.B. q : 6 + Q ; H + h, Qi + qi, Ai + ai, Bi + bi, Vi + t’i. Solange ein 
Homomorphismus nicht besonders definiert ist, ist immer ein solcher gemeint. 
MitaI und 9 seien die Isomorphismen von Satz 3 bezeichnet. Durch die Exaktheit und 
die Forderung der Kommutativitlt von 
0 + {It’} + (ci’ + a’ + 1 
(3.1) 
I 
I1 i I I Yo 
o-+{h}-+8-+a-+l 
werden durch I Isomorphismen I,, Ii definiert, da {h} und {h’} charakteristische Unter- 
gruppen in 8 bzw. Q’ sind (Satz 1). Sei $ : 6 + 6 durch Qi + Qi, Ai + Ai, Bi * Bi, Vi + Vi 
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erklart. Dann ist das folgende Diagramm kommutativ, solange man nur die ausgezogenen 
Pfeile betrachtet. 
(3.2) 
Dabei ist 1, ein nach Lemma 1 existierender Isomorphismus, der IO induziert. f ist so zu 
konstruieren, dal3 (3.2) kommutativ wird, wenn man 4 weglUt. Wir bilden nun die Erzeu- 
genden von 6’ nach 6 ab, indem wir den Buljeren Pfeilen nachlaufen (&,$‘), mijchten 
aber das Diagramm 
(3.3) 
kommutativ machen. 
Aus der Kommutativitlt von (3.2) folgt, dal3 sich q@,,$’ und Zq’, auf ein beliebiges 
Element angewandt, nur urn etwas aus dem Kern, {h}, von tj : 6 + 3 unterscheiden. Sei 
X’ eine der Erzeugenden von 6’ und h”“” q@,$‘(X’) = 1$(X’). Dann sei 1 erkllrt durch: 
(3.4) 1(X’) = H~q+P&(X’), f(H’) = Hd 




ist dann kommutativ. Da die Zeilen exakt sind, ist 3 ein Isomorphismus. 
-- 
Aus Lemma 1 folgt I,(&:) = MiQ$V;‘, 
j&?;) = RiTR-’ mit OJ(R,)[~ = w(R)c = p, 
Wegen (3.5) folgt mit li = n(Qi), 1 = n(II!,.), @(@J = M, und @(a) = M, daD 
&Q;) = H”M,Q$V;’ 
P(l-&) = H”MIIS,M? 
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Wir setzen i = @r,$‘. Nach (3.4) gilt: 
H-‘@I;) = @-I&) = f(Q;) . . . i(Q@ n [&A;), i(q)] = 
H-“l&Q;) . . . H+$Q;)n [H- ““0&t;), H-“‘B’i’@;)]* 
Sind Ai, BI mit H’ vertauschbar, so sind i(A:) und I(&) mit H vertauschbar, und der i-te 
Kommutator ist gleich [i(A:), i(&)]. Sind Af und Bj nicht mit H’ vertauschbar, so erhalten 
wir fur den i-ten Kommutator ZY-21(A’i)-2A(B’i) . [I@:), i(Bi)]. Insgesamt ergibt sich 
(3.6) H-“@-I;) = H-‘“i-*“j(D;), 
also A = xAi + 2a, wobei Q = 0 ist, falls alle AI, B! mit H vertauschbar sind. 
Handelt es sich urn Gruppen vom Typ (1.2), so sind die Kommutatoren durch Qua- 
drate H-“‘““)i( V:)H- ‘(Y’r)i( V!) zu ersetzen, die gleich H- 2”cy’i)(i( Vi))’ oder i( I’;)* sind, je 
nachdem, ob H’ mit Vi vertaubchbar ist oder nicht ; und wir erhalten ebenfalls (3.6). Damit 
ist Satz 3 fiir I + m = 0 bewiesen. 
Fur I + m > 0 kiirze man aus 6 und 6 {h} bzw. {jr’} heraus und fuhre weitere Rela- 
tionen 
f~=...=f~=t~=...=t~=lmitN~7ein. 
Dann kiinnen wir wieder Lemma 1 anwenden. Da wir nur zulassige Isomorphismen be- 
trachten, lal3t sich I auf die Faktorgruppe iibertragen, und die Behauptung von Satz 3 fiir 
diese Gruppen folgt wie eben. 
&l. KLASSIFIKATION SEIFERTSCHER FASERRhJME 
Aus der Berechnung der Fundamentalgruppe bei Seifert [12] sieht man, da13 unsere 
Invarianten in (1.1) und (1.2) mit denen von Seifert tibereinstimmen. Aus Satz 4 folgt nun 
das Hauptresultat. 
SATZ 6. Fiir zwei Seifertsche Faserrci’ume, deren Fundamentalgruppen nicht unter 
(1.3-g) fallen, sind folgende Aussagen iiquivalent: 
(4.1) Sie sind fasertreu homiiomorph. 
(4.2) Sie sind hom6omorph. 
(4.3) Ihre Fundamentalgruppen sind isomorph unter einem zugelassenen Isomorphismus. 
Fiir einen orientierbaren Seifertschen Faserraum mit S* als Zerlegungsfliche und minde- 
stens vier Ausnahmefasern (Klasse (1. I), p = 0, I + m = 0, n > 3) hat Waldhausen [15] das 
scharfere Ergebnis erhalten, da13 sich jeder Homijomorphismus in einen fasertreuen defor- 
mieren Ia&. 
Unser Satz 6 leistet fur die Klassifikation der Baummannigfaltigkeiten offenbar 
dieselben Dienste wie Waldhausens Satz, und unter gewissen Einschrankungen iiber die 
Baumstruktur folgt, dal3 zwei Baummannigfaltigkeiten genau dann homiiomorph (sogar 
Baumstruktur-erhaltend) sind, wenn ihre Fundamentalgruppen unter einem zugelassenen 
Isomorphismus isomorph sind (vgl. [ 151). 
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85. ~~ERT~~HE FASERRAUME UND LOKAL-TRIVIALE FASERUNGEN UBER s1 
SATZ I. Sei 0 die Fundamentalgruppe eines Seifertschen Faserraumes, der nicht unter 
(1.3-8) fZt, $ der maximale zyklische Normalteiler. 0 enthCIt genau dann einen endlich 
erzeugbaren Normalteiler 9l mit S/S = Z, wenn 
(5.1) [0,0] n 9 = 1. 
Beweis. Wenn (5.1) gilt, wird 6 bei 0 -+ 0/[0,0] monomorph abgebildet und liegt 
deshalb in einem direkten unendlich zyklischen Summanden von 0/[0, 01. Also existiert 




mit exakten Zeilen. $j ist monomorph in 0 und Z eingebetten. 92’ ist durch Kommutativi- 
tat erkllrt. Wegen % n !$ = 1 ist $ ein Monomorphismus. Mit Standardschltissen zeigt 
man, dal3 $ epimorph ist. Nun ist aber O/4, endlich erzeugt, und W’ hat endlichen Index in 
0/B, ist also such endlich erzeugt. 
Nun gebe es umgekehrt einen endlich erzeugbaren Normalteiler ‘% mit 0/% = Z. 
Wegen des Korollars von Satz 5 und des Satzes von Stallings [14] ist % die Fundamental- 
gruppe einer Flache. Falls % n sj # 1, so enthllt % einen unendlichen zyklischen Normal- 
teiler, mu13 also die Fundamentalgruppe der zweifach-gelochten S2, des Torus oder der 
Kleinschen Flasche sein. Im ersten Falle ware ‘% ein zyklischer Normalteiler und $j 
ist der einzige maximale zyklische Normalteiler (Satz 1). Dann ware 0/s Faktorgruppe von 
0/s = Z, was aber nach AusschluB von (1.4) nicht sein kann. In den beiden anderen 
Fallen enthalt 0 eine freie abelsche Gruppe ‘iJY vom Rang 2 als Normalteiler, namlich 
entweder ‘% selbst oder-im Falle, da13 !B die Fundamentalgruppe einer Kleinschen Flasche 
ist-die charakteristische Untergruppe der orientierungserhaltenden Elemente, und es ist 
%’ n & # 1. %‘/%’ n tj mul3 dann zyklisch sein, da in einem freien Produkt zyklischer 
Gruppen oder in einer ebenen diskontinuierlichen Gruppe (d.i. in B/{h}), die von der Funda- 
mentalgruppe der zweifach gelochten S’, des Torus oder der Kleinschen Flasche verschieden 
ist (( 1.4), (1.3), (1.6)) zwei Elemente genau dann vertauschbar sind, wenn sie Potenzen eines 
Elements sind. %‘/!JY n 5j kann aber nicht zyklisch sein, da S/sj als freies Produkt zykli- 
scher Gruppen oder als ebene diskontinuierliche Gruppe keinen zyklischen Normalteiler 
enthalten kann (vgl. Beweis von Satz 1). Also gilt ‘8 n 43 = 1, und da [0, 01 c !B folgt die 
Behauptung. 
Wir untersuchen nun die Ordnung von h in 0/[0, 01. Die Erzeugenden von 
0/[0, 01 bezeichnen wir mit den gleichen Symbolen wie in 0, schreiben aber additiv. 
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Wir haben eine Relation 
2h = 0 
dann niitig, wenn {h} nicht im Zentrum von 8 liegt. Die weiteren Relationen sind 
4141 + BIh = 0 
a292 +B2h = 0 
(5.1) 
bzw. 
q,q, + 1 Pnh = 0 
ti+q, +q2 + .*a +qn-bh=O 
(5.2) 
Dabei gilt die erste Relation fiir Gruppen der Form (1. l), die zweite ftir solche der Form 
(1.2). Sei A das kleinste gemeinsame Vielfache von q, . . . , IX,; sei ai = Aa; ’ und o(h) die 
Ordnung von h in B/[Q, 61. Es ergeben sich nun unmittelbar die folgenden Aussagen i&r 
o(h) : 
LEMMA 2. (a) 
(b) 
(c) 
Ist 1 + m > 0, so ist o(h) unendlich oder 2, je nachdem, ob {h} im Zen- 
trum oon 6 liegt oder nicht. 
Zst I + m = 0 und 6 vom Typ (1.1 a), so ist o(h) = Ab + ~c@t ; ist 8 oom 
Typ (l.lb), so ist o(h) 2 oder 1, je nachdem, ob Ab + x$/Ii gerade oder 
ungerade is?. 
Zst I + m = 0 und 6 aus der Klasse (1.2b), so ist o(h) unendlich. Fiir 
(1.2 a, c, d) hat h die Ordnung 2. 
Aus dem Korollar zu Satz 5, Satz 7 und dem Satz von Stallings [14] folgt 
SATZ 8. Ein Seifertscher Faserraum, verschieden van (1.3-B), gestattet genau dann eine 
lokal-triviale Faserung iiber der I-SphSire mit einer F&he als Faser, wenn o(h) unendlich, 
d.h. {h} n [0, 81 = 1 ist. 
Insbesondere Ial3t sich jeder orientierbare, berandete Seifertsche Faserraum mit 
orientierbarer ZerlegungsflHche lokal-trivial iiber der S’ fasern. Dasselbe gilt fur nicht- 
orientierbare Seifertsche Faserrlume mit nicht-orientierbarer Zerlegungsfllche, die keine 
Kleinschen Flaschen als Randkomponenten haben. Weitere Mijglichkeiten entnimmt man 
dem Lemma 2. 
$6. BEMEREUNGEN ZU DEN AUSNAHMEF;iLLEN 
Die meisten Ausnahmefalle lassen sich untereinander und gegentiber den allgemeinen 
Fallen durch Untersuchung ihrer Homologie- bzw. Fundamentalgruppen klassifizieren. 
Die Beweise sind in den Einzelheiten nicht schwierig (lokal trivial), aber insgesamt uniiber- 
sichtlich. Wir verzichten deshalb auf die vollstandige Behandlung der Ausnahmefalle und 
weisen nur auf die interessanteren Tatsachen hin. 
Zunachst geben wir die Beispiele von geschlossenen Mannigfaltigkeiten an, die zwei 
Seifertsche Faserungen mit nicht homiiomorpher Zerlegungsflache gestatten. 
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K x S’ besitzt einerseits die triviale Faserung iiber der Kleinschen Flasche K (AUS- 
nahmefall (1.6) und Klasse (1.2.b)), ferner die nicht-orientierbare Faserung ohne Ausnah- 
mefaser uber dem Torus mit der Hindernisinvarianten b = 0 (Ausnahmefall (1.3), Klasse 
(l.lb)). 
Sei x,(K) = {c, w; v2wz = I} und @ der Automorphismus mit Q(P) = MJ-~, O(w) = r-l. 
cp sei ein Homoomorphismus der Ordnung 2 von K, der @ induziert. K x Z/q entstehe aus 
K x Z durch Zusammenkleben von Dach- und Bodenflache rnittels cp. Man kann 40 fix- 
punktfrei wahlen und, indem man in K x Z entlang Z lauft, eine Seifertsche Faserung er- 
klaren. Sie fallt unter (1.6), Klasse 1.2b mit der Invarianten b = 1. Dieser Raum besitzt 
aul3erdem die nicht-orientierbare Faserung ohne Ausnahmefaser iiber dem Torus mit der 
Hindernisinvarianten b = 1. Dies la& sich mit dem Satz von Stallings [14] zeigen. 
Orientierbare Seifertsche Faserraume mit der projektiven Ebene als Zerlegungsflache 
und einer Ausnahmefaser lassen eine Seifertsche Faserung iiber der S2 mit drei Ausnahme- 
fasern zu, wobei 2 Ausnahmefasern die Ordnung 2 haben (Fall 1.5). Umgekehrt lassen 
alle Seifertschen Faserraume tiber der S2 mit den Invarianten 
b;cci,&;2, 1;2; 1 
eine Faserung iiber der projektiven Ebene mit einer Ausnahmefaser und den Invarianten 
b’; Co, p’ zu. Dabei ist der Zusammenhang zwischen den Invarianten folgender: 
b 6 0: u’ = (b + l)cr, + /II, /I’ = CQ, b’ = 0 
b = - 1: Sei cpl s CI~ < (c + l)&, dann ist 
u’=P1,p’=cc,-cB,,b’=c. 
Der Fall b < - 1 la& sich durch Umorientierung auf b 2 - 1 zuriickftihren. In [13], 
II, S.573-74, zeigten Seifert und Threlfall, dal3 alle Raume des Falles (1.5) verschieden sind. 
Deshalb sind such alle Faserraume tiber der projektiven Ebene mit einer Ausnahmefaser 
topologisch verschieden. 
AuBer der trivialen Faserung gestattet S’ x S2 weitere Seifertsche Faserungen iiber der 
S2 mit zwei Ausnahmefasern und den Invarianten b = - 1; LYE, &; aI, a1 - PI. Weitere 
Seifertsche Faserungen von S2 x S’ gibt es nicht. Diese Faserungen sind analog den Fase- 
rungen der S3 und der Linsenraume gebildet, indem man die Trennflache einer Heegard- 
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